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Haufen Autor Leuchtkraftfunktion Gesamtzahl esamts miiiere

masse Sternmasse
M3 Lohmann Kuiper (b) 1942 118000 64000 0.54 ®

Kuiper (c) 1942 227000 77000 0.31

M 13 Pariiski Kapteyn-v. Rhijn 1920 430000 272000 0.63

Seares 1924 680000 304000 0.45

Pariiski Kapteyn-v. Rhijn 1920 226 000 143000 0.63

(red.) Seares 1924 358000 160000 0.45

Lobhmann Kuiper (b) 1942 186000 97000 0.52

Kuiper (¢) 1942 360000 118000 0.33

M 92 | Hachenberg — 300000 250000 0.83

Tgb. 6. Zusammenstellung der

cher als M 3 und M 13 ist, so konnten 1,5 X 1050
vielleicht noch etwas zu hoch geschétzt sein. Wenn
man beriicksichtigt, dal diese drei Haufen nach
Shapley? mit ihren absoluten Helligkeiten gut
dem allgemeinen Durchschnitt entsprechen, so er-
scheint es berechtigt, als Gesamtmasse bzw. Stern-
zahl eines mittleren kugelférmigen Sternhaufens

vorhandenen Abschéitzungen.

120000 Sonnenmassen bzw. 240000 Sterne anzu-
setzen. Die Grenzen fiir die Haufen grofierer oder
kleinerer absoluter Gesamthelligkeit diirfte in der
Anlehnung an Shapleys Verteilung der abso-
luten Helligkeiten von 30 Haufen® nach beiden
Seiten durch den Faktor 10 gegeben sein, d.h.
grob zwischen 10¢ und 10® Sonnenmassen liegen.
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Skalares Materiefeld in der projektiven Relativitétstheorie
mit variabler Gravitationsinvarianten

Von GUNTHER LubwiG
Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Gottingen
(Z. Naturforschg. 2a, 482—489 [1947]; eingegangen am 20. Mai 1947)

Die Feldgleichungen fiir ein ungeladenes und geladenes skalares Materiefeld werden
aufgestellt und in speziellen Fillen geldst, um den EinfluB einer variablen Gravitations-
invarianten zu untersuchen. Die Ausdriicke fiir den Energie-Impulstensor werden ab-
geleitet und an ihnen die in einer friiheren Note! allgemein abgeleiteten Eigenschaften
diskutiert. Die Bedeutung der fiinfdimensionalen geodatischen Linien als*Bahnen von

geladenen Massenpunkten wird abgeleitet.

n einer fritheren Note! wurden allgemein der

Materietensor und die aus ihm ableitbaren Er-
haltungssitze untersucht in besonderer Hinsicht
auf den EinfluB einer variablen Gravitationskon-
stanten.

Hier sollen die eben erwihnten allgemeinen Be-
trachtungen an einem moglichst einfachen Bei-
spiel erlautert und vertieft werden. Insbesondere
ist die Bedeutung der Materieinvarianten b* néher

1 G. Ludwig, Z. Physik (im Erscheinen). Diese
Note besteht aus zwei Mitteilungen. Hinweise aufdiese
Mitteilungen werden kurz durch M 1 bzw. M 2 bezeich-

net. Z.B. ist M 2 (5) die Formel (5) aus der 2. Mit-
teilung.

zu beleuchten, und es ist festzustellen, mit wel-
chem Recht wir sie gleich Null setzen konnen, so
wie wir es in M 2 (68) getan haben.

Gesucht ist also eine Invariantendichte £ (als
Wirkungsgrofe fiir die Materie). Die Materie
wollen wir durch eine einzige reelle skalare Funk-
tion ¢ beschreiben. ¢ sei weiterhin homogen vom
Grade Null in den XV, so daB (es bedeutet
$, =0y/3X", vergl. M1 und M 2):

p, X =0.

Der einfachste und naheliegendste Ansatz fir

Q wire &=L V —g mit
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SKALARES MATERIEFELD IN

= s e WP, +8D v, ()
Die Feldgleichungen fiir ¢ ergeben sich leicht zu
(@p!®),—Bp=0. )
Nach M2 (10) ist wegen .
Yy, =ylEy,

4 1
L=7""g [ay*y, + 397, 3)

woraus sich sofort die Feldgleichungen in affiner
Form ergeben:

W aylr) —JPgy=0 “
4

Dasselbe erhilt man auch durch direkte Rech-
nung aus (2) mit Hilfe der Formel (28) aus M 1.

Da ¢ ein Skalar ist, so ist nach M2 (52) T#2%=0
und damit auch 84# =0. M 2 (49) lautet dann

R
g8 4 _—(7‘7‘ X o

&k — —
X” T

v
oder
1
Sy =g (@wty, + 3% 0 —ayuy,
+ (@ iy, + 5 93 X, X*,

wobei «” und B’ die Ableitungen von « und B nach
J sind. Hieraus ergibt sich die affine Aufspaltung:

1
Sy =gy, +ayYor—ayiny,;
SOm —(;
SOO=J (o pl*yp,, +§ ?)
1
+ 5 eyFy, +8y?).

Fiir den Vierermaterientensor folgt also nach M 2
(16)

om L g1 1% 2) gm
— T aymy, . (6

Der Materievektor ist gleich Null:

tm=0. G

ie Materieinvariante ist

DER RELATIVITATSTHEORIE

483
1 y
b= J (@ ylty, 4+ 8 )
1
+ T aylEy 8. ©®

Da t” =0 ist, stellt also das ¢-Feld ungeladene
Materie dar. Das einfachste Feld, um auch ge-
ladene Materie zu beschreiben, erhilt man, wenn
man ¥ als komplex ansetzt und bei der Gruppe 32

illog 0
¥ =e" %W )
annimmt. Es liegt also das in M 2 bei der Defini-
tion von H, als zweites angefiihrte Beispiel vor.
Der Operator H, hat den Wert
HQ—__eil-]OgQ. (10)
Die einfachste, vom nullten Grade homogene
Lagrange-Funktion ist

1 , .
L:;(a‘l’*"v‘F”y-{-‘B‘I" \IJ'). : (11)
Die Feldgleichungen lauten »
(@¥') , —BW =0 (12)
Der Materietensor lautet:
- -
Sl =5 (@ 1AW, 4 g W) o1
1 nEd * |
—g oW, L Wil
@13)

- alJ—l(‘Fm,X‘“F +wrinx v

— Wy XMW _wlis X, W)

+ (a/ ‘I"“”l‘}””l —}—‘8/ i IIJ‘) Xq; X.Lb.

Bei der affinen Aufspaltung ergibt sich aber
gegeniiber dem reellen Falle ein wesentlicher
Unterschied, der darauf beruht, daB H, =1 ist.
Wir wollen deshalb die kovariante Ableltung
eines Nicht-Normalvektors a” allgemein berech-
nen. Es sei also

1
Ega”——-QHQ a’ = o180 o
Der normalisierte Vektor a¥ ist also nach M 2

? Definition von P in M 2.

3 Hierbei ist nach M 2 (38): W=W,—ilY,¥,
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(40) gegeben durch
b = en o8 g

Somit ist also
a®, ., = (ogn) , I H, a® + H, afy
’ DY )
+w£‘v)(/,}H77a(/ IMHG .
Nach M1 (15) ist

(log /’}); w = Yu —Pu-

Dann 148t sich aber sofort die Rechnung von M 1
(27) iibertragen mit dem Ergebnis

=T ne
((‘(O)H(o) an JJ, e
1 ap "
e’ =Hy [—— §~J Fla
1 1,
—5 oL a(OJ];
w, = H,|— 9, Mav+ap (14)
St
at,,,=H, [—— g, 1a'+a,
4
)
Die Operation
i) =00, —@dlt::: (19)

4

pflegt man als Eich-Maf-Differentiation zu be-
zeichnen. Man kann dann schreiben:

2 g
s I‘Hm an:l’

1/2 10
at #H[ ILWJFT[J/ J«MIa«»].

a©® = H [a(LOm + 0l J
(16)

Um die eben gegebene ganz allgemeine Ableitung
in dem vorliegenden Falle anwenden zu konnen,
ist noch W', , affin zu zerspalten. Aus

T _—_‘8” lognw = H;;".U
folgt ahnlich wie oben

- Hn [w (3

=0,

—ilg, ],

und

\ (0)

IF“(k) =y ¥YLw- an

G. LUDWIG

Hier ist speziell
L A il .Y -

In die obigen Formeln setzen wir nun a" =2¥"'"
und a” = H, a" ein.

Dann folgt
(0) —1 n.
(@WlO) o=H,5aJ"J ptr; a8
(¥ )= Hy <<l Y
und somit wegen
(@i, ,=(@¥IO)  +@¥F,
| ; 1 =
]{771 (a qurv)l1 o = (a y)LL)lLk L ?a.] 1.]”c
Hyt(@w!v) ,=J" " ayts, . (19
Die Feldgleichungen (12) gehen daher iiber in
(JuzawLA)lLk_ﬁ'jl/zwzo. O (20)

Diese Feldgleichung ergibt sich auch direkt aus
der affinen Lagrange-Funktion

4

L= ”Q[Gw““”wwﬂ?w ¥,

die mit (17) unmittelbar aus (11) folgt.
Die affine Aufspaltung des Materietensors er-
gibt

1
Si=g @y iy, +ByFy)dl

1
— 5 oWy, F vl vt

I T - L
So=92’ PU(yptmy* —p*Ltmy);

1
J - *
Soow=19 (@ y*t

Py, + BT w)
+J (@ ¥ty + 3 T y).
Damit ist der Vierermaterietensor

4 1 m
S:,nzg']l/g(aw Y +431/) w)éﬂ (21)

1 2 =Lom m
o 2“CLJ1/ (wL wLnJr—wfn wL )’
der Materievektor
iog1)2
tm = _—J
2

a l (W Lm w* _ ,(P#L m w) (22)
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und die Materieinvariante:

1 .
b= J aytiy, + By y)
(23)

1 2 ’
+ 5 I @y 4+ B v y).

Da tm =0 ist, stellt also dieses Feld geladene Ma-
terie dar. Die aufgestellten Beziehungen mogen
nun physikalisch diskutiert werden.

Zundchst wollen wir die Bewegung der Ma-
teriewellen selbst genauer untersuchen. Hierbei
wollen wir als erstes spezielle Losungen der
Form . »

v g &) - (24)
betrachten. ¢ (X%) ist die Phasen- oder Eikonal-
funktion der Welle. Von dieser wollen wir
die weiteren Voraussetzungen machen, dafl
9> J, |+ ¢l” [ Physikalisch besagt
dies, dafl die Phase ¢ sehr stark variiert, z.B.
oszilliert in Gebieten, in denen sich das metrische
Feld noch nicht stark #ndert, und daf die Ande-
rung von‘qp“v wiederum klein ist gegeniiber ¢,
selbst. Aus (24) folgt

R4 :Ai(pwe”p;“

, I
(a‘I’Hv)Hv: A [‘““‘I’”v%!v—Fi(a ‘le)iivrl e'?,

und unter den gemachten Voraussetzungen:

v i@
Pipe -

Aus (12) folgt dann fiir die Phasenfunktion ¢
die partielle Differentialgleichung erster Ordnung:
ag)“vq)[{v—{—ﬂ:O, (25)

die der Eikonalgleichung der geometrischen Optik
entspricht. Den Strahlen der geometrischen Optik
entsprechen die Charakteristiken von (25):

@¥") ,~ —dag

ax" ,
g T 2er
dg
ds 2Py
Fx'p)=ap,pr—al’J gy | 9
dp ’ P —
=

+al®J 7, —apsgtlip,.

4 Hierbei ist entsprechend (28) und nach M 2 (38):
9y =0, —17,.
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F(X| p,) ist dann bekanntlich ein Integral der
Charakteristikengleichungen. Ist fiir die Anfangs-
mannigfaltigkeit p,=¢,, so gilt dies fiir die ganze
Mannigfaltigkeit, die durch diejenigen Charakte-
ristiken aufgespannt wird, die durch die Anfangs-
mannigfaltigkeit hindurchgehen. (26) 148t sich in

der Form schreiben: »
A ax"
ds  Pviwgs @7
=—@pp"+8 +alP TP~ PTN, .
Aus (9) und (24) folgt
\Ip "Xv___l-l]F:iwzu‘p.Xm’
d.h. ‘
o, X" =1. (28)

¢ ist also ein Skalar, aber keine Invariante, da es
nicht homogen vom Grade Null ist. (28) lautet mit

P =Pyt ¢
p, X" =1. (29)
Da aus (28) sofort Piu 1,X“ =—¢q,, d.h
Py Xt = — p, folgt,so ist p, ein Normalvektor.

Deutet man nun die Strahlen als Bewegung von
Teilchen, so ist die Bahn dieser Teilchen durch
(27) gegeben, wenn man noch bedenkt, dafl nach
(29) und (26) ‘

—1/2
Loy=" L
! dan (30)
Pu = 94 ds

ist. Damit (30) sinnvoll ist, mul noch gezeigt
werden, daB (29) erfiillt bleibt, falls es zu An-
fang erfiillt ist. Dies folgt aber aus der oben er-
wahnten Eigenschaft der Charakteristiken, da
Py=29|, bleibt, wenn zu Anfang DPy=29y ist. So
mufl auch (29) als Folge von (28) erhalten
bleiben.

Um die charakteristischen Strahlen zu disku-
tieren, gehen wir von (27) aus:

Py p:“ =
’DHI*‘J' v) i (31)
— @ B T )

Die Verkiirzung dieser Gleichung gewinnt man
leicht mit Hilfe der Formeln (30) und M1 (27).
Man erhilt die beiden Gleichungen
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m Il
lmﬁ_z,;fl_:o, (32) dylmu) '
ds s dv =IF u (49)
und
2 Die Charakteristiken kénnen wir also deuten als
W Pn dx™ die Bewegung von Massenpunkten mit einer

ds :pnnmﬁ

=IF

4 ZT (33)

— @ p'p,+8)J,
(32) ist mit dem Erfiilltbleiben der Gl. (29) iden-
tisch. Um (33) zu diskutieren, ist die Verkniipfung

des Parameters s mit der Eigenzeit « festzustellen,
wobei d<2 = — dz* dx, ist. Aus (30) folgt

dv*=—4a’p*p, ds*. (34)
(25) mit ¢, =p, ergibt die Beziehung
B
By o P 35
Pe Py a (35)
Bezeichnen wir nun kurz
3
=y 36
0 =M (36)
so ist also:
’ _dr=2auds. 37

(33) lautet also dann mit der Vierergeschwindig-
keit ’

' dx*

dt

wuk =
und mit (35) bis (37)

d”(uu)
d’b' (‘u’ un)lim

2
_ZF;LZNZ+ al;a/l/ﬂ—"jhz' (38)

Aus 8 = ap? folgt
BF=adu+2aupn .
Setzt man dies in (38) ein, so folgt:

d (/L ")

I ,7_/1“ Jut—=uw

dv (39)

In der allgemeinen Relativititstheorie lautet die
Bewegungsgleichung fiir einen geladenen Massen-
punkt der Masse m und L.adung e (Lichtgeschwin-
digkeit ¢ =1 gesetzt):

Masse proportional zu Viﬁ/ia und einer Ladung e
proportional I. Nach (39) und (40) wire dann

7% :lVE.

Wenn die Masse m konstant ist, wirkt auf die
Méssenpunkte vom J-Feld her keine Kraft. Um
nun die Grofe der Masse selbst, die wir als pro-
portional zu p erkannten, zu berechnen, betrach-
ten wir nach M2 (25) den Energieimpulstensor

(41)

Z"PLZ + 3 "P*"/J]gik
(42)

ik

T =—J tu— 1{
[ szLk—}_ wl.k’/’u]}

Die Feldvariable ¥ ist bisher noch nicht ein-
deutig festgelegt, denn man kann statt ¥ ebenso-
gut ein Vielfaches von W benutzen, ohne daB
etwas an den physikalischen Aussagen, die sich
aus dem Energieimpulstensor und Stromvektor
ableiten, geéindert wird. Damit aber T';, die iibliche
Form
T =

ik

1 {[ ®L L

sz+:u Yy ":U]gzk
_[q}fi Yt l/)i:lchi]}

annimmt, wobei dann fiw =m, der Masse der bei
Quantisierung dem Feld entsprechenden Teilchen,
ist, setzen wir

a=Ju, p=Juu?. (43)
Diese durch Quantisierung entstehenden Teilchen

haben dann die L.adung

e— hl (44)

und bewegen sich, soweit die klassische Beschrei-
bung ausreicht, auf Bahnen nach

d‘p
N e B ut— gy
dv nt

(45)
wobei der Impuls p, gegeben ist durch

p,=mu, = Ruw, .
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Ist also die Masse konstant, so beschreiben sie
Bahnen, die nicht direkt durch die Verianderlich-
keit der Gravitationsinvarianten J beeinfluit wer-
den, sondern nur insofern, als sich das metrische
Feld g,, selbst &dndert.

Mit (43) und M 2 (30) wird der Ladungsstrom-
vektor:

8, = % Lyt v — v, v (46)
Fiir die nichsten Rechnungen wollen wir das
schon in M 2 zugrundegelegte Koordinaten-
system benutzen, in dem J nur von x* abhingt
und fiir das g,, =—1, g,,=0firi=1, 2, 3 ist.
‘Wir wollen versuchen, in diesem Falle die Wellen-
gleichung (4) fiir das ungeladene Feld zu losen.

3
Sie lautet mitg=1lg,, 1l (i,k=1, 2, 3):

3 3
(Vgrrays),—V g sy —0. an

‘Weiterhin nehmen wir an, dafl der rdumliche
Teil der Welt (212223) eine Hypersphdre vom
Radius o(z*) ist, so daf

3
Vg =0*{(a' #* 2%),

gl =p—2y*lix'a? 2" fir k,1=1,2,3. (48)
Dann folgt mit der Abkiirzung J'2a = ¢:
. k _El g) :
y+uty+ (o +3 T i
(49)

.3
_9_2§—1 Z (CW{kykl)gzzov

lb=1

wobei der Punkt Differentiation nach z* =1¢ be-
deutet. Wir losen die Gleichung durch den Ansatz

=1y (z*) Z(zx'2® 2%) . (50)

,Dann folgt

el |
(1)
Z@z PR+ CA L=

L k=1

Die Losungen der zweiten Gleichung sind Kugel-
funktionen. Wir wollen diese, wie auch die zu-
gehorigen Werte von A, nicht explizit angeben.
Zumindest sehen wir, dafl A nicht von z* abhingt.

487

Interessanter ist die erste Gleichung. Zun#chst

machen wir den Ansatz:
y=0"1129-32 ¢, (52)

Fiir ¢ erhélt man dann die von ¢ freie Gleichung:

. 16\ 16 306 g
b
y 4 o 2 o 2 0 0 (53)
3 (o) 3 o yAL
T e (2o
2 \el 20 # ol 17
Wir machen nun die Annahme, daf}
i £ B G £, 2
2 |2 e vl & Ml = . 54
M (M)’ ‘ll/’ Q b ) o ’ Q’ o ( )
Dann geht die Gl. (53) iiber in
. A 2) _
2 e =0. 5
<p+(u +(Q) ® (55)

Wir wollen vorerst die Moglichkeit nicht aus-
schliefen, daB w von J und damit von z* abhéngt.
Explizit 148t sich auch dann die Gl. (55) im all-
gemeinen nicht 16sen. Doch konnen wir unter der
oben gemachten Annahme iiber w2 leicht eine sehr
gute Naherungslosung finden. Wir setzen:

p=ue’, (56)

bzw. den Realteil hiervon. Fiir u und v folgen die
beiden Gleichungen

“ . . s 2)

_ 2 2 kil —0-

U uv +(u+(9) u ;
Quv+uv=0.

Wir diirfen nun @ in der ersten Gleichung ver-
nachlissigen, so dafBl '

= )
bzw. v :/(M2+ (f)_'r)lﬂdt.

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich dann

(58)

w10
u 2 v’
s 1/4
d.h u—v—l/2—(y2+(——))
0
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Damit ist also in geniigender Naherung?:

’ —1/4 _—1/2 —3[2
1;;:1;'0Z)'(x‘x‘.r3).] Ve =112 g3l

.(;ﬁ + ({;-)2)_”4(:% (‘/:(M'Z + (%)2)1/2(& + 6) .
(59)

Wir wollen mit dieser Losung den Tensor S»
und die Materieinvariante im Mittel berechnen.
Aus (6) folgt

i 3
4. 2 : % m
si=5J' Ot(/«t2 v =yt Zw“w‘k) a3
—1
(60)
_ J1/2a w;nz wln :
und aus (8)

b:%J‘ma[(l +2J%)
3 (61)
A(‘uz W Z' w\kw‘k)_}_ll!]‘u/‘u/wz]'
k=1

Zunéchst ist der Mittelwert von

3
pryt— gt D ylty,

k=1

gleich null. Denn ist*e grofB, so spielen (gegen-
iiber w) nur solche Werte von A eine Rolle, die
ebenfalls grofB sind. Dann aber ist im Mittel iiber
alle Kugelfunktionen, die zum Eigenwert A2 in
(51) gehoren, wenn wir uns Z; so normiert den-
ken, daB das Mittel von Z;2 gleich 1 ist:

e h —1/2
W‘mw‘n = w?)']—‘l/2 a—l 9_3(AU“2 + (%7)2)

11 (A . (62)
el i fir m . n — g
9 3 (Q) 0, fir m,n=1,2,3.

t
Hierbei ist das Zeitmittel von cos2( J--+) gleich
1/2 gesetzt worden. Wenn wir dies benutzen, so
ist also -

3
Wt — it Dyt

k=1

_ _ - Jy2\—1/2
AR (“))
Yo a o " |ut+ 0

b )+ 2o
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Andererseits ist

S . ) 1/2
V== e T g (e (A))

Somit ist fiir m,n=1, 2, 3:

4 1 )2 A2 "1./2
m— T a2 n— - 2 - m .
Sr=—giem (o) b (G o
e (63)
SZ:O,
i Lo, 3,2 A\2\M?
und schlieflich:

= 1, Az\—1/2

b= gﬂ‘WEQ_BM(MQ"‘F (?) ) (65)

Man verifiziert leicht, daB tatsichlich die G1. M 2
(67) erfiillt ist.

Die Werte fiir S‘f und b in den Gln. (63) bis
(65) sind fiir ein festes A berechnet worden. In
Wirklichkeit wird man iiber alle A mit irgendeiner
unbekannten Verteilungsfunktion zu mitteln
haben. Irgendeine Annahme iiber diese Vertei-
lungsfunktion wollen wir aber nicht machen. Fiir
die hier durch das W-Feld beschriebene Materie
folgt aber sofort aus den gewonnenen Ausdriik-

4
ken, dal, wenn ¢ mit x* anwichst, sich ¢ S~
und e3b asymptotisch fiir grofie ¢ den Werten

e
0°Sm ~ 0 fir n oder m=1,2,3;

’

T 1 ¢ 4z 1
*Si~ g wiss b~ 5 yip

nidhern. Das heilit aber, dal der Druck schneller
als die Energiedichte abnimmt, so daf man fiir
geniigend grofle Werte von ¢ den Druck vernach-
lassigen kann. Man erhélt fiir Energiedichte und
Druck:

N YT S R 0( 2 2 2)1/2,
e=g e ’*’OMJ“(W) ' (66)

1 —3/2 —1 —3 A\ A2 _1/2.
p=gJ TTuT 0 yp - M2+(O) ;

5 Die hier dargelegten asymptotische Integration von
(51) fiihrt z.B. bei der Gleichung y+1/ty+consty=0
auf die asymptotische Darstellung der Bessel-Funktio-
nen, die diese eben angefiihrte Gleichung exakt losen.
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und daraus fiir groBe ¢ in Ubereinstimmung mit
M2 (68):

L a3 ez
8~?J w0 Tyl

(67)
p~0.

Die Formeln fiir Druck und Energiedichte lassen
natiirlich auch die korpuskulare Interpretation
von N Teilchen in der Volumeneinheit der Ruhe-
masse fip. und des Impulses )2/e zu, wobei dann

1 _3j9  _
J 32y

N=— 0 (68)

-8 _ 3
’I,UO

ist. Die Teilchenzahl N braucht also nicht kon-
stant zu sein. Fiir sehr kleine Werte von ¢, iiber-
haupt immer dann, wenn |A/e|>w, erhilt man fiir
¢ und p dasselbe Verhiltnis wie beim elektro-
magnetischen Strahlungsfeld nach M2 (75):
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p:7J—3/2u—1 —3
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Q =
0
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0
Die Materieinvariante b ist nur dann = 0, wenn
die Masse der Teilchen mit J veréinderlich ist. Die
Theorie kann keine Aussage dariiber liefern, ob
diese Massen veridnderlich sind, was wohl auch
von einer klassischen Theorie nicht erwartet wer-
den kann. Die naheliegendste Annahme ist, die
Massen als konstant anzusehen, da es sich bei
ihnen um mikroskopische Gréflen handelt, die
durch 7 und ! (I ~10—13c¢m = Elementarlédnge)
bestimmt sein miissen. Wenn wir aber u als kon-
stant ansetzen, so folgt

b=0. (70)

Ich danke besonders herzlich Hrn. Prof. P. Jordan .
fiir die Forderung dieser Arbeit.

Eine neue quantenmechanische Behandlung von CH, und NH,"

Von HERMANN HARTMANN

Aus dem Institut fiir physikalische Chemie der Universitdt Frankfurt a. M.

(Z. Naturforschg. 2 a, 489—492 [1947]; eingegangen am 24. Februar 1947)

CH, und NHY werden quantenmechanisch als Pseudo-Neon-Atome nach einer Methode
behandelt, die der Slaterschen Methode fiir Atome -entspricht. Die Eigenfunktionen
nullter Naherung werden aus Eigenfunktionen eines Zentralproblems aufgebaut. Es er-
gibt sich sehr gute Ubereinstimmung mit den empirischen Daten iiber -Atomabstinde,
Suszeptibilititen und das C-H-Bindungsmoment.

Dars Molekiil CH, ist oft der Gegenstand quan-
tenmechanischer Rechnungen gewesen. Seine
Bedeutung als das einfachste Molekiil der organi-
schen Chemie und seine Symmetrie lassen theore-
tische Behandlungen besonders naheliegend er-
scheinen.

Kiirzlich ist in einer Arbeit von Bucking-
ham, Massey und Tibbs! ein ilterer Ge-
danke iiber die Elektronenstruktur des CH, wieder
aufgenommen worden. Dieser Gedanke ist, daf
wegen seiner hohen Symmetrie (T',) und wegen
des Fehlens innerer Schalen bei den Wasserstofi-
atomen das CH4 naherungsweise als ,,Pseudo-
Neonatom* betrachtet werden kann. Bucking-

1 Buckingham, Massey u. Tibbs, Proc. Roy.
Soc. [London] A 178, 119 [1941].

ham, Massey und Tibbs fithren eine kiinst-
liche Abénderung des CH,-Modells ein, indem sie
die Ladung der vier Wasserstoffkerne gleich-
mélig tiber die Oberfliche einer Kugel verteilen,
der sie als Radius den empirischen C—H-Abstand
geben. Dieses abgeinderte Modell ist wegen seiner
Kugelsymmetrie fiir die Anwendung der Hart-
reeschen Methode des self comsistent field ge-
eignet. Der einzige Unterschied zwischen dieser
von den genannten Autoren durchgefiihrten Be-
handlung des CH, und der Behandlung von Ato-
men nach Hartree ist, daB das Potential der
positiven Ladungen im behandelten Modell von
dem Potential einer einfachen Punktladung ver-
schieden ist. Die Ergebnisse der Rechnungen von
Buckingham, Massey und Tibbs zeigen,



